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‘Ao contrdrio, continuou Tweedledee, se foi assim, poderia ser; e se fosse
assim, Seria; mas como ndo €, entao nao €. Isso & Logico” (Lewis Carroll,
Through the Looking-glass: And what Alice Found There, 1879).
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Considere

Considere um Arvore B, onde t=2.

Quantas chaves cada nodo deve armazenar?
1, 2 ou 3 chaves.

Quantos filhos cada nodo pode ter?
¢, 3 ou 4 filhos.

Uma Arvore 2-3-4 (também conhecida como 2-4) é o caso especial da Arvore B com t =2, pois cada nodo pode ter 2, 3,
ou 4 filhos.
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Por que drvores B sao importantes?
Sdo drvores halanceadas.
Reduzem o acesso ao armazenamento secundario e o usam de forma eficiente.
Mantém os nodos de forma a ocupar blocos do disco.
Teém menor altura quando comparadas a drvores bindrias, por exemplo.
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Uma drvore 2-3-4 mantém quais dessas caracteristicas?



Arvore 2-3-4
Podemos manter uma drvore 2-3-4 na memoria principal, e temos a garantia de que a drvore é balanceada.
Nao precisamos alterar nenhum algoritmo estudado.

Poderiamos também manter drvores com valores mais altos para ¢,

Qual problema em patencial?



Arvore 2-3-4

Podemos manter uma drvore 2-3-4 na memoria principal, e temos a garantia de que a drvore é balanceada.
Nao precisamos alterar nenhum algoritmo estudado.

Poderiamos também manter drvores com valores mais altos para ¢,

Qual problema em patencial?
Em uma Arvore B, os nodos podem nao estar cheios.
Na média, estao 69% cheios.
Desperdicio de memaria principal.



Economizando

Podemos transformar a Arvore 2-3-4 em uma Arvore de Busca Bindria (BST) para economizar memria.

Necessdrio armazenar a BST de forma que seja possivel restaurar a Arvore 2-3-4 posteriormente, se necessdrio.



Transformando em uma BST

Necessarios dois tipos de links entre nodos:

e Representar chaves que pertencem a0 mesmo nodo na 2-3-4.

e Representar conexoes entre pai e filho.
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Transformando em uma BST

Necessarios dois tipos de links entre nodos:

e Representar chaves que pertencem a0 mesmo nodo na 2-3-4.
o Bayer chamou de ponteiros horizontais.
o (uibas and Sedgewick chamaram de nodos

e Representar conexoes entre pai e filho.

o Bayer chamou de ponteiros horizontais.
o (uibas and Sedgewick chamaram de nodos pretos.

Arvores VH e Red-Black,



Transformando 2-3-4 em Red-Black

Temos 3 possibilidades.
Nodos com 1 chave, 2 chaves, ou 3 chaves



Nodo com 1 chave

Nodo com 1 chave e 2 filhos.

Se torna uma subdrvore de busca hindria convencional.

Nodo preto com dois filhos.

chaves = ... chaves = ...

filhos = ... filhos = ...




Nodo com 2 chaves
Nodo com 2 chaves e 3 filhos. °
Duas possibilidades.

Primeira chave & nodo preto, e segunda é filho direito
vermelho. n-2

1 ¢
Segunda chave é nodo preto, e segunda é filho esquerdo “”VES:}
vermelho. fihos - |/ | 1\




Nodo com 3 chaves

Nodo com 3 chaves e 4 filhos.

A chave central & um nodo preto.

As chaves esquerda e direita se tornam filhos vermelhos, direito e esquerdo.

n=3 °

1 2 3

chaves =

1 ¢ 5 14




Ratacoes

Note que as operacoes de rotacao da Red-Black de aulas passadas sao equivalentes as operagoes de merge com
transplante de chaves apresentadas para uma Arvore B.



Veja esse artigo

sedgewick.io/wp-content/themes/sedgewick/papers/2008LLRB.pdf
Left-leaning Red-Black Trees, Robert Sedgewick (2008).




Arvores B-

Existem diversas outras variantes de Arvores B.

o Arvores B*.
o Mantém cada nodo pelo menos %5 cheio.

e Arvores B
o Mantém as chaves nas folhas.

o Arvores B+ de prefixo.
o Similar a B+, mas mantém as menores chaves possiveis nos nodos internos.



Arvore B

Suponha uma Arvore B qualguer.

Desejamos exibir todas as chaves em ordem.

Qual o problema? n-3
1 ¢ 3
chaves =

1 2 3 4
ﬁlhos=,|:; /:

1 2

chaves =

1 2

filhos =

n=¢ n=3 n=3 n=2¢ n=3 n=2¢ n=¢
1 2 1 2 3 1 2 1 2 3 1 2 1 2

1 2 3
chaves = [A B || chaves = [D T E [ F ] | chaves=[J TKTL] ||chaves=[NTO]||chaves=[Q[R]S] ||chaves=[UTV]||chaves=[Y]7]




Arvore B
Saida: |::>

n=3

1 2 3
chaves =

1 2 3 4
ﬁlh05=,|: ) / N

1 2

chaves =

1 2

filhos =

n=¢ n=3 n=3 n=2¢ n=3 n=2¢ n=¢
1 2 1 2 3 1 2 1 2 3 1 2 1 2

123
chaves = [A B || chaves = [D T E [ F ] | chaves=[J TKTL] ||chaves=[NTO]||chaves=[Q[R]S] ||chaves=[UTV]||chaves=[Y]7]




Arvore B

Saida:

n=3

1 ¢ 3
:> s -[CTCTH]
1 ¢ 3 4

ﬁlhos=,|:; | N

Il

1 2

chaves =

1 2

filhos =

n=¢ n=3 n=3 n=2¢ n=3 n=2¢ n=¢
1 2 1 2 3 1 2 1 2 3 1 2 1 2

123
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Arvore B

Saida: A B

n=3

1 2 3
chaves =

1 2 3 4
ﬁlh05=,|: P | N

Il

1 2

chaves =

1 2

filhos =

n=¢ n=3 n=3 n=2¢ n=3 n=¢ n=¢
|::> 1 2 L2 3 1 2 3 12 1 2 3 12 1 2
thaves = | A | B | || chaves=[D[E]F] || chaves - chaves = chaves = | O [ R[S | || chaves - chaves =




Arvore B

Saida: A B C
n=3
1 2 3 1 2
:> s -[CTETM] | | s [T
1 2 3 4 1 2
ﬁlh05=,|: ) / N filhos =
n=2 n=3 n=3 n=2¢ n=3 n=2 n=2¢

1 2 1 ¢ 3 1 2 1 2 3 1 ¢ 1 2

1 2 3
chaves = [A B || chaves = [D T E [ F ] | chaves=[J TKTL] ||chaves=[NTO]||chaves=[Q[R]S] ||chaves=[UTV]||chaves=[Y]7]




Arvore B

Saida: ABCDEF

n=13
1 2 3 12
thaves = thaves =
1 2 3 4 1 2

ﬁlh05=,|: ) | N filhos =

Il

n=¢ n=3 n=3 n=2¢ n=3 n=2¢ n=¢
1 2 1 2 3 1 2 1 2 3 1 2 1 2

1 2 3
chaves = [A B || chaves = [D T E [ F ] | chaves=[J TKTL] ||chaves=[NTO]||chaves=[Q[R]S] ||chaves=[UTV]||chaves=[Y]7]




Arvore B

Saida: ABCDETFG

n=3

1 ¢ 3
:> s -[CTCTH]
1 ¢ 3 4

ﬁlhos=,|:; | N

Il

1 2

chaves =

1 2

filhos =

n=¢ n=3 n=3 n=2¢ n=3 n=2¢ n=¢
1 2 1 2 3 1 2 1 2 3 1 2 1 2

123
chaves = [A B || chaves = [D T E [ F ] | chaves=[J TKTL] ||chaves=[NTO]||chaves=[Q[R]S] ||chaves=[UTV]||chaves=[Y]7]




Arvore B

Saida: ABCDEFGJKL .

n=13
1 2 3 12
thaves = thaves =
1 2 3 4 1 2

ﬁlh05=,|: ) | N filhos =

Il

n=¢ n=3 n=3 n=2¢ n=3 n=2¢ n=¢
1 2 1 2 3 1 2 1 2 3 1 2 1 2

1 2 3
chaves = [A B || chaves = [D T E [ F ] | chaves=[J TKTL] ||chaves=[NTO]||chaves=[Q[R]S] ||chaves=[UTV]||chaves=[Y]7]




Arvore B

Em uma Arvore B+ os dados sdo mantidos somente nas folhas.

Os nodos internos indices para descobrirmos “para que lado ir”.
Conjunto de indices.

As folhas possuem ponteiros para suas irmas diretas.
Possibilitar navegar em ordem como em uma lista encadeada.



Exemplo de Drozdek (2016).

Exemplo ",

1
chaves =[(D244] |
1 2 3 4

lhos =

n=2¢ n=1
1 /4 3 1 /4 3
chaves =| BF90 [B0322| | chaves =| (F04 [DR300] |
1 ¢ 3 4 1 ¢2 3 4
lhos = [: | :] Ihos = |

n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
1 2 b 1 2 3 1 2 j 1 2 b 1 2 b 1 2 3
chaves =[AB203] AS09 | BC26 ||| chaves =[ BF90 [BF130] ||| chaves =[B322[D123] ||| chaves =[cD244] cFo3 | || chaves =[ cFo4 | CFo5 [DP10g]|| chaves =[DR300DR305] ]

Lista encadeada de folhas.
s



Exclusao em B+

n=1
! /4 3
Durante uma exclusdo com underflow na quantidade de chaves, o procedimento ‘“ave“'“fz‘”z' 3 |4 |
é parecido com o de uma Arvore B convencional. Ihos =
Caso nao ocorra underflow, precisamos remover a
chave dos nodos internos? o 1
! /4 3 ! /4 3
chaves =| BF90 [B0322| | chaves =| (F04 [DR300] |
1 2 3 4
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
1 14 3 1 14 3 1 /4 3 1 /4 3 ! /4 3 1 /4 3
chaves =[AB203] AS09 | BC26 ||| chaves =[ BF90 [BF130] ||| chaves =[B322[D123] ||| chaves =[cD244] cFo3 | || chaves =[ cFo4 | CFo5 [DP10g]|| chaves =[DR300DR305] ]




Exclusao em B+

n=1
! /4 3
Caso nao ocorra underflow, ndo precisamos remover a chave dos nodos interns. | e 12241
lhos =
A chave ainda serve como um guia (indice) de para qual subdrvore
devemos segulir.
n=¢ n=1
! /4 3 ! /4 3
chaves =| BF90 [B0322| | chaves =| (F04 [DR300] |
1 2 3 4
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
1 14 3 1 14 3 1 /4 3 1 /4 3 ! /4 3 1 /4 3
chaves =[AB203] AS09 | BC26 ||| chaves =[ BF90 [BF130] ||| chaves =[B322[D123] ||| chaves =[cD244] cFo3 | || chaves =[ cFo4 | CFo5 [DP10g]|| chaves =[DR300DR305] ]




Exclusao em B+

n=1
1 2 b
Exemplo: excluir CFO4. chaves 01|
Ihos =
n=2¢ n=1
1 2 b 1 2 b
chaves =| BF90 [B0322| | chaves =| (F04 [DR300] |
1 ¢ 3 14
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
1 2 b 1 2 3 1 2 j 1 2 b 1 2 b 1 2 3
chaves =[AB203] AS09 | BC26 ||| chaves =[ BF90 [BF130] ||| chaves =[B322[D123] ||| chaves =[cD244] cFo3 | || chaves =[ cFo4 | CFo5 [DP10g]|| chaves =[DR300DR305] ]




Exclusao em B+

n=1
1 2 3
Exemplo: excluir CFO4. chaves 01|
Ihos =
n=2¢ n=1
1 2 b 1 2 b
chaves =| BF90 [B0322| | chaves =| (F04 [DR300] |
1 ¢ 3 14
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
1 2 b 1 2 3 1 2 j 1 2 b 1 2 b 1 2 3
chaves =[AB203] AS09 | BC26 ||| chaves =[ BF90 [BF130] ||| chaves =[B322[D123] ||| chaves =[cD244] cFo3 | || chaves =[ cFo5 [DP102] ||| chaves =[DR300DR305] ]




Exercicios

1. Escreva um algoritmo que, dada uma drvore Red-Black, a transforma em 2-3-4.

0. Escreva um algoritmo que, dada uma drvore 2-3-4, a transforma em Red-Black.

3. Relacione os algoritmos de rotacao d esquerda e a direita da Red-Black com os algoritmos de transplante de
chave da drvore 2-3-4.

4. Emuma Arvore B+ & especialmente dtil que as folhas tenham uma estrutura diferente dos nodos internos (folhas
nao possuem filhos, entao podemos economizar memaria com esse vetor). D ideias sobre como implementar
0s nodos da Arvore B+ de forma que as folhas possam ter um estrutura diferente da dos nodos internos.
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